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В работе рассмотрены особенности конечно-элементной технологии численного решения 
нестационарных и нелинейных температурных задач применительно к слоистым стержневым 
конструкциям, имеющим сложное пространственное оформление. На основе данной 
технологии разработан комплекс прикладных программ, который позволяет решать широкий 
класс задач научного и прикладного характера; исследовать влияния различных 
конструктивных, технологических и эксплуатационных факторов на температурное состояние 
слоистых стержневых конструкций. В качестве примера применения конечно-элементной 
технологии и возможностей созданного комплекса прикладных программ представлено 
решение нестационарной температурной задачи для слоистой стержневой конструкции. 
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Дальнейшее интенсивное развитие таких областей как авиация, ракетостроение, су-
достроение, химическое, энергетическое, транспортное машиностроение, строительная 
индустрия непосредственно связано с ростом требований к эксплуатационным характери-
стикам наиболее ответственных элементов конструкций и сооружений. Требуется, чтобы 
современные изделия сохраняли свою работоспособность в условиях высоких термомеха-
нических нагрузок, при воздействии радиационного облучения и химически агрессивных 
сред, при этом имели оптимальные массогабаритные показатели и были относительно не-
дорогими при изготовлении.  
Практика создания объектов современного машиностроения показывает, что проек-
тирование конструкций из однородных конструкционных материалов при современных 
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требованиях к изделиям в значительной степени исчерпало свои возможности и дальней-
ший прогресс возможен лишь при использовании композитных, в частности слоистых ма-
териалов. 
Слоистые материалы обладают широким спектром и уникальным сочетанием таких 
ценных свойств, как высокая прочность, коррозионная стойкость, электропроводность и 
теплопроводность, жаропрочность, износостойкость и многие другие. Применение слои-
стых металлических композиций позволяет не только повысить надежность и долговеч-
ность большой номенклатуры деталей и оборудования, но и существенно сократить рас-
ход высоколегированных сталей, дефицитных и дорогостоящих цветных металлов, сни-
зить энергоемкость и металлоемкость, расходы на техническое обслуживание, производ-
ство запчастей и ремонт оборудования. 
Важным типом конструкций, получившим широкое распространение и выполнен-
ным из слоистых материалов, являются стержневые конструкции. Необходимо отметить, 
что стержневые конструкции, зачастую имеющие сложное пространственное оформление, 
составляют так называемую “скелетную основу” многих авиационных, машиностроитель-
ных, судостроительных изделий и конструкций индустриального строительства и вопрос 
реализации большинства научно-промышленных проектов с выраженной практической 
перспективой во многом зависит от уровня надежности, несущей способности и общих 
эксплуатационных качеств его “скелетной основы” [5 – 10]. 
Одним из основных факторов, определяющих ожидаемую работоспособность созда-
ваемых многослойных стержневых конструкций, условия эксплуатации которых предпо-
лагают интенсивное локальное тепловое нагружение, является температурное поле. 
В настоящее время для определения температурного состояния стержневых конст-
рукций представляется перспективным применение современных методов численного 
анализа. В рамках данной работы рассмотрены особенности применения конечно-
элементной технологии для определения температурного состояния слоистых стержневых 
конструкций со сложным пространственным оформлением. 
1. Основные матричные соотношения МКЭ 
Конечно-элементная технология решения температурных задач позволяет рассмат-
ривать сложные многокомпонентные стержневые конструкции, у которых стержни конст-
руктивно представляют собой многослойные криволинейные брусья (рис. 1) [1 – 4]. При 
этом слои выполнены из разных материалов. Предполагается, что в поперечных сечениях 
стержней отсутствуют градиенты температуры. В этом случае каждый слой стержня опи-
сывается своей совокупностью конечных элементов, но имеющих общую глобальную ну-
мерацию узлов. На рис. 1, в качестве примера, показана часть стержня, состоящего из 4-х 
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слоев. Каждый слой аппроксимируется квадратичным конечным элементом с общими 
глобальными номерами узлов p , q  и r , но имеющим свои индивидуальные значения 
площадей поперечных сечений и теплофизических характеристик, присущих непосредст-
венно рассматриваемому слою. Такой подход позволяет учесть теплофизические и гео-
метрические особенности каждого слоя стержня. 
После дискретизации по пространству нестационарная температурная задача сво-
дится к решению задачи Коши для линейного матричного дифференциального уравнения 
1-го порядка [1, 3]  
 
с начальным условием 
    00T T   , (2) 
где  C  и  K  – глобальные матрицы соответственно теплоёмкости и теплопроводности; 
 R  и  T  – глобальные векторы соответственно тепловой нагрузки и узловой температу-
ры (основное неизвестное задачи);  0T  – вектор, определяющий начальное распределение 
температуры в узлах сетки конечно-элементной модели. 
При построении матриц  C ,  K  и вектора  R  используются три системы коорди-
нат. В глобальной системе координат 1 2 3x x xO  фиксируются координаты узлов конечно-
элементной модели. Кроме того, для каждого стержня вводится своя одномерная про-
странственная (относительно глобальной системы координат 1 2 3x x xO ) криволинейная 
система координат ηO , у которой координата   отсчитывается вдоль оси стержня (рис. 
1). В системе координат ηO  вычисляются координаты узлов тех конечных элементов, ко-
торые аппроксимируют рассматриваемый стержень. Однако при вычислении интегралов 
чисто технически применение криволинейной системы координат ηO  крайне неудобно. 
Интегралы, формирующие элементы матриц в задаче (1) – (2) вычисляются, как правило, с 
помощью квадратурных формул Гаусса [1]. При этом для каждого рассматриваемого ко-
нечного элемента ( )e  применяется нормированная локальная система координат с осью 
ξO , где 1 1     (рис. 1). Именно в этой нормированной локальной системе координат 
записываются функции формы конечных элементов  ( )ekN   и их производные 
  











, которые затем используются при построении матриц градиентов 
( )eB    и других рабочих матриц. Также в этой системе координат ξO  фиксируются ко-
ординаты гауссовых точек i  [2 – 4].  
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Рис. 1. К расчету температурного состояния многослойных стержневых конструкций 
 
Для численного решения задачи (1) – (2) в данной работе была использована двух-
слойная схема с весами, общее выражение которой имеет вид [1, 3] 
                 1 1( 1) (1 )n n n nC h K T C h K T h R R             , (3) 








 и  
n
T ,  
n
R  отнесены к моментам времени соответственно 
1n    и n  ;   – весовой множитель  [0,1] . 
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2. Результаты численных исследований  
Изложенная выше методика математического моделирования нестационарного тем-
пературного состояния стержневых конструкций была реализована в виде комплекса при-
кладных программ, который применялся для исследования ряда конструкций [2 – 4]. При 
этом была учтена возможность зависимости теплофизических свойств и параметров, ха-
рактеризующих граничные условия второго и третьего рода, от температуры. Ниже пред-
ставлены некоторые результаты. 
На рис. 2 показана исследуемая стержневая конструкция. В качестве конечных эле-
ментов были выбраны квадратичные 3-х узловые элементы. На рис. 2 также приведена 
глобальная нумерации узлов соответствующей конечно-элементной модели. Конвектив-
ный теплообмен осуществлялся на боковых поверхностях двух конечных элементов 1e  и 




W  , а в зоне 




W  . Начальная температура была принята равной 300 К . 
 
Рис. 2. Нумерация узлов конечно-элементной модели стержневой конструкции 
 
Стержневая конструкция имела слоистую структуру. Слои были выполнены из трех 













  . Результаты расчетов представлены на рис. 3 – 4. 
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 а  б 
Рис. 3. Изменение температуры узлов конечно-элементной модели: а – узел 33 (рис. 2); б – узел 27 (рис. 2) 
 
Как видно из графиков, стержневая конструкция имеет четко выраженное неравно-
мерное распределение температуры. В зоне узла 33 (рис. 2, рис. 3 а) наименьший уровень 
температур получен для конструкции из однородного материала с 3  (график 1), для кон-
струкции с двухслойной структурой материала ( 2  и 3 , график 2) и для конструкции с 
трехслойной структурой материала ( 1 , 2  и 3 , график 3). Наибольший уровень темпе-
ратур достигается при низких значениях коэффициента теплопроводности: графики 4 и 6 
соответствуют однородным материалам с 1  и 2 ; конструкции с двухслойной структу-
рой материала ( 1  и 2 ) отвечает график 5. В зоне узла 27 (рис. 2, рис. 3 б) наименьший 
уровень температур (график 1) получен для конструкций из однородных материалов с 1  
и 2  и для конструкции с двухслойной структурой материала с теми же значениями ко-
эффициентов теплопроводности. Наибольший уровень температур в этой зоне достигается 
при высоких значениях коэффициента теплопроводности: конструкция из однородного 
материала с 3  – график 4; конструкция с двухслойной структурой материала ( 2  и 3 , 
график 2) и конструкция с трехслойной структурой материала ( 1 , 2  и 3 , график 3). За-
метно интенсивнее температура растет на участке нагрева – зона узла 33, менее нагретым 
является участок теплоотвода – зона узла 27. На рис. 4 показаны температурные поля в 
фиксированный момент времени ( 5000ct  ), из которых четко видно различие в кинетике 
роста общего температурного уровня стержневой системы, выполненной из однородного 
материала с 1  (рис. 4 а,), и конструкции с трехслойной структурой материала с 1 , 2  и 
3  (рис. 4 б,). 
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Рис. 4. Температурное поле стержневой конструкции: а – однородный материал; б – трехслойная структура 
материала 
 
Из сравнения температурных полей, представленных на рис. 3 и 4, следует, что при-
сутствие в конструкции с многослойной структурой слоя с высокой теплопроводностью 
обеспечивает в целом по конструкции меньшие градиенты температуры и более умерен-
ный абсолютный температурный уровень.  
Заключение 
Рассмотрены особенности применения конечно-элементной технологии для решения 
нестационарных температурных задач применительно к пространственным стержневым 
конструкциям, имеющим сложное геометрическое оформление и выполненным из мате-
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риалов, имеющих слоистую структуру. На основе данной технологии разработан ком-
плекс прикладных программ, который позволяет решать широкий класс задач научного и 
прикладного характера; исследовать особенности влияния различных конструктивных, 
технологических и эксплуатационных факторов на температурное состояние многослой-
ных стержневых конструкций. 
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The paper considers the features of finite element technology to determine the temperature 
state of layered rod structures with complex spatial design. The area of research, on the one 
hand, is defined by the fact that the rod structures (frames) are so-called “skeletal framework” of 
aviation, machinery, shipbuilding products and structures for industrial construction and an issue 
of implementation of most research and industrial projects, strongly promising from the practical 
point of view, depends largely on the level of reliability, bearing capacity, and general perform-
ance of its “skeletal framework”. On the other hand, the laminates have a wide range and unique 
combination of valuable properties such as high strength, corrosion resistance, electrical conduc-
tivity, thermal conductivity, heat resistance, abrasion resistance and many others. The use of lay-
ered metal compositions allows to increase the reliability and durability of a large range of parts 
and equipment and to reduce significantly the consumption of high-alloyed steels and non-
ferrous metals. A temperature field is one of the main factors to determine the expected perfor-
mance of multilayer rod structures, operation conditions of which imply intensive thermal load-
ing.  
The paper shows how within a single finite element model that approximates the spatial 
design of steel structures consisting of multilayer curvilinear rods, at the stage of discretization in 
space to take into account the thermo-physical properties of all materials, forming layer of each 
timber. Using the technique described in the paper has been created a complex of application 
programs that allows us to solve a wide class of scientific and applied problems, and explore the 
impact of various structural, technological and operational factors on the temperature state of 
multilayer rod structures. The paper presents research results of the multilayer rod design. It 
shows that the high conductivity layer available in the structure provides in all the smaller tem-
perature gradients and a more moderate absolute temperature level. 
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